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Resumo: Nas disciplinas de Fisica basica ofertada as engenharias, a temética sobre oscilagdes assume
grande destaque. Entretanto é pratica comum nesses cursos, limitar a discussdo a situagdes lineares.
Mesmo sistemas tipicamente ndo lineares, sdo reduzidos a situacdo onde a linearidade pode ser
colocada, como exemplo disso cita-se 0 caso do péndulo simples, estudado em “pequenos” angulos. O
laboratério de Fisica basica Il, entretanto, tem brindado os alunos, ainda que acidentalmente, com um
tipico oscilador ndo linear. O presente trabalho apresenta uma primeira modelagem de equagdes que se
destina a descrigdo de tal oscilador, bem como apresenta simulagfes numéricas realizadas sobre as
mesmas.
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1. INTRODUCAO

O problema mais importante (SYMON, 1982) no movimento unidimensional, e felizmente um
dos mais faceis de resolver é o problema do oscilador harménico simples ou linear. A importancia da
solugdo adequada do problema do oscilador harménico reside no vasto espectro de sua aplicacdo. Em
quase todos os casos do movimento unidimensional, em que a fungdo potencial tem um ou mais
pontos de minimo, 0 movimento da particula para pequenas oscilagdes em torno desses pontos segue a
equacdo de movimento do oscilador harménico.

Ja sua facilidade é notada justamente na linearidade (NUSSENZVEIG, 1997) de sua
equacdo diferencial, a saber:

d®x
m— = —kx
dt [Eq. 1]

Outros sistemas fisicos de interesse didatico, mesmo quando néo lineares, sdo estudados em
regides em que a linearidade pode ser adotada como aproximagdo. Um caso tipico € o problema do
péndulo simples que, via de regra, é estudado em regiGes de pequenos angulos onde o seno de um
angulo pode ser substituido pelo préprio &ngulo, tornando assim a equacéo linear.

O imperativo da realidade faz com que na literatura se verifique ainda modelos de movimento
para particulas submetidas a uma forga linear restauradora e uma forca de atrito proporcional a sua
velocidade. Em outros caso, € comum a introdugdo de uma forga externa, via de regra periodica, que
atua sobre os modelos de oscilador apresentados acima. Independentemente do modelo em foco,
oscilador harménico linear, oscilador com forca de dissipativa proporcional a velocidade, ou oscilador
forcado, os coeficientes permanecem constantes no tempo.

Existe, entretanto, uma enorme gama de eventos fisicos que sdo tipicamente ndo lineares, e
ndo podem ser reduzidos a esta. Como exemplo, citamos o oscilador de interesse que se constitui num
péndulo de fio extensivel.

A observacdo de tal péndulo com fio extensivel, € comumente relatada por alunos de
engenharia que realizam o laboratério de Fisica Il, nos curso de engenharia. 1sso porqué, nesse
laboratorio é realizado o experimento que relaciona o periodo, amplitude e uma série de grandezas
fisicas em um oscilador linear vertical. Para uma boa correspondéncia entre as medidas e a teoria é
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importante que o oscilador se mantenha na vertical. Entretanto € muito comum, no manuseio
promover-se pequenos deslocamentos laterais, iniciando-se oscilages néo lineares.

2. MATERIAL E METODOS
A figura 1 a seguir, ilustra o péndulo na situacéo relatada acima:

A

A
v

Figura 1. Péndulo de fio extensivel com as forcas que atuam sobre a massa.

Onde:
F é a forga elastica sobre a massa e;
P é a forga peso.
Observa-se que tais vetores podem assim serem descritos no plano cartesiano:

= .
P =—mgj [Eq. 2]
, para a forca peso e
F=Fi+Fj [Eq. 3]
para a forga elastica.
Observa-se com facilidade que:
F, = Fsenfl,e F, = Fcos8; [Eq. 4]

e que o modulo da forga elastica pode ser dado:

F=—kal=—k(I—1,)

[Eq. 5]
Onde:
- k é a constante elastica da mola;
- |1 é o comprimento da mola e;
- |y € 0 comprimento da mola no equilibrio.
Logo, a forca elastica passa a ser assim descrita:
F=—k(l—1,)senbi— k(1 — 1,)cosbj [Eq. 6]
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Por conta do sistema de referéncia escolhido podemos ainda notar que:

x
senf = —: cosf . el=+/x?+y?

l l [Eq. 7]

Logo o vetor forca resulta em:

f:'=—kx(1—

)t
i k|1 - —=J
xZ_l_},Z xZ_l_},Z [Eq8]

Aplicando a segunda lei de Newton para cada uma das diregdes (x e y) obtemos o seguinte
sistema de equacdes diferenciais:

dz}’ o
= (1= ) o

[Eqg. 10]
Por facilidade computacional prop&em-se a seguinte transformacao:
g1 = X; g2 = ¥: g3 = %; g2 = ¥, 0 que resulta no novo sistema de equac@es diferenciais:
(41 = qs
42 = q4
Gs=—=q, | 1——=
413 m i1 Jm [Eq. 11]
. k [
gs——qz| 1— )
\ m ,||qf+q§

Boyce e Diprima (2005) afirmam que se sistemas de equagOes diferenciais autonomos na
forma: x = f(x), possuem pontos onde f(x) = 0, atribui-se a esses pontos o nome de criticos. Em

tais pontos x" =0 de modo que nesses pontos encontram-se solugdes constantes ou de equilibrio para o
sistema de equacdes diferenciais.

A abordagem numérica passa pela formula de Runge-Kuta, que envolve uma média ponderada
de valores para f(t,y) e f(t,x) em pontos diferentes no intervalo t,<t < t,.;.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Na busca dos pontos criticos, passamos a ter o seguinte sistema de equaces diferenciais:
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_ k (1 lo ) o
s =——aq;|1-——|=
| m vaitai

) k (1 Ly ) 0
fa=——q |1l ———=|—9g =
L m Jai+ a3

[Eq. 12]

resolvendo entdo o sistema acima, obtém-se o seguinte resultado:
gz = 0; 94,=0; q;=0; e g, assumido qualquer valor. Observando a primeira transformagdo vemos que o

ponto critico (£=0; ¥ = 0; x = 0;y), corresponde ou a uma oscilagdo vertical (MHS), ou ao equilibrio
estavel do sistema.

Como forma de verificacdo adimitiu-se a situacdo acima descrita como valores inicias com k =
1em=1, e realizou-se a simulagdo numérica com o auxilio do software MATLAB. O resultado pode
ser visto na figura 2.

20+ |

95 I 1 I I I I
0

tempo

Figura2. Resultado da simulag&o no ponto critico.

Onde a linha azul claro se refere a componente da velocidade na diregdo do eixo y;
e a linha azul escuro se refere a posi¢do no eixo y. As demais se referem a posicao e velocidade na
direacdo do eixo x.

O espaco de fase na situacdo descrita pode ser visualizado na figura 3.
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Figura 3. Espaco de fase no ponto critico.

Testando ainda a ndo linearidade, simulou-se uma situacéo fora do ponto critico. A trajetoria
simulada do péndulo pode ser vista na figura 4.

15 T u T T T T T

051

Figura 4. Trajetoria simulada com os seguintes valores para o sistema de equagdes diferenciais k/m =
1000, x0=0,1ey0=0,1, vxo=Vy0=0
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6. CONCLUSOES

O sistema de equacOes diferenciais conduz a um conjunto de pontos criticos que
correspondem ao esperado tedrico, ou seja, 0s pontos criticos descrevem um MHS vertical; Ao
lancar-se méao da simulacdo numérica, encontrou-se resultados coerentes com o esperado tedrico,
pois a velocidade e a posi¢do na direcdo vertical se comportam como oscilagfes senoidais. Ja a
posicéo e velocidade na dire¢do do eixo x, mantém-se constantes e igual a zero.

O espaco de fase no ponto critico corresponde ao esperado tedrico, e apresenta-se como uma
elipse.

Fora do ponto critico, o sistema é ndo linear e bastante sensivel as condigdes iniciais.
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