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Resumo: As equacdes diferenciais sdo de importancia fundamental na matemaética e em suas aplicacGes em
engenharia, visto que sdo usadas para expressar matematicamente diversas relacGes e leis fisicas. Estudamos
a resolucdo de EDOs por meio de séries de poténcias, utilizando uma soma parcial dessas séries para o
calculo de valores da solucdo obtida, obtencdo de um esboco da curva solugdo com o auxilio do sistema de
algebra computacional Maxima e comparando com a solucdo exata quando possivel.
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1. INTRODUCAO

Um bom conhecimento dos resultados classicos da teoria das equagdes diferenciais ordinarias, assim
como uma boa nogéo de suas aplicagdes mais frequentes, é imprescindivel para um aluno de graduagdo em
Matematica, ou area afim, que se propde a ter uma boa trajetdria na pesquisa em Ciéncias Exatas e da Terra,
e mesmo em outras areas da Ciéncia. Assim o estudo das equagdes diferenciais tem sido a porta de entrada a
pesquisa para muitos matematicos devido a sua aplicabilidade em diversos ramos da ciéncia. Nosso intuito
foi estudar os resultados basicos da teoria das equagdes diferenciais ordinarias (EDOs), dando énfase a
resolucdo de EDOs por meio de séries e aplicagdes. Por sua vez a solugdo de um problema ndo é apenas uma
férmula, uma funcdo ou uma equagédo, mas algo cheio de significado e de informag6es sobre o fenémeno que
estamos considerando.

Nosso objetivo foi estudar as Equacbes Diferenciais Ordinarias e suas aplicacdes, especificamente a
obtencg&o de solucBes por meio de séries. Estudamos as EDOs de primeira e segunda ordem para depois nos
dedicarmos as solugBes por seéries. Uma vez que a componente curricular que introduz as equagdes
diferenciais no curso de matematica esta no Gltimo periodo. Estudamos alguns resultados basicos sobre séries
para depois compreendermos a ideia do método das séries. Utilizamos o método para obter solugdes de
EDOs em aplicacbes, e obter informacbes a partir da andlise dessas solugdes. Sempre que possivel
comparando os resultados com a solugdo exata obtida por outro método ou mesmo pelo software Maxima.

2. MATERIAL E METODOS

Muitas das leis da natureza sdo passiveis de serem expressadas de forma natural na linguagem
matematica. Se desejarmos resolver problemas — em biologia, quimica ou em engenharia —, temos primeiro
gue modelar esse problema em forma de uma expressdo matematica. Essa expressao e chamada de modelo
matematico.

Nao é dificil percebermos que diversos conceito fisicos, como exemplo, velocidade e aceleracéo, sdo
derivadas(taxas de variagdo instantanea), assim, frequentemente os modelos matematicos consistem de equa-
¢Oes contendo derivadas de fungdes desconhecidas. Um modelo desse tipo é chamado de equagdo diferenci-
al.

Uma equacdo diferencial é uma equacao em que suas variaveis sao funcées e a equacao envolve deri-
vadas destas funcgdes. Segundo KREYSZIG 2009:

Uma Equac&o Diferencial Ordinaria (EDO) de ondem n envolve uma ou mas derivadas de uma funcéo
desconhecida, que chamamos dey(x), juntamente com suas derivadas.

dy) @y @y
(dx)’ (dx?)’"""" (dx™)

O conceito de ordem fornece uma classificagdo Gtil para as EDOs, uma EDO é de ordem n quando a n-

ésima derivada da fungdo desconhecida yé a derivada mais alta de yna equacao.
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As equacdes diferenciais ordinérias podem ser divididas em duas grandes classes, EDOs lineares e
ndo-lineraes.

As EDOs de primeira ordem contém somente a primeira derivada y’, podendo também conter ye x,
dessa forma e possivel escrever essas equagdes como

F(x,y,y") = 0(1)

Y =f)2)
Sendo (1) conhecida como forma implicita da EDO e (2) forma explicita da EDO, KREYSZIG 2009.
Uma EDO linear de primeira ordem é uma dos principais modelos de varios fendmenos na fisica, bio-
logia, dindmica populacional, ecologia, entre outros. Diz-se que uma EDO ¢ linear de primeira ordem quan-
do ela pode ser escrita na forma

ou, na forma

Yy +p()y =1(x).(3)

Caso contrario ela sera uma EDO nao-linear de primeira ordem.

Ainda segundo KREYSZIG 2009, uma fun¢do y = h(x)é chamada de solu¢do de uma EDO (1) em
algum intervalo aberto a < x < bse h(x)for definida e diferenciavel ao longo de todo esse intervalo e se for
tal que a equacdo se torna uma identidade quando ye y'sdo substituidos por he h', respectivamente. A curva
(ou seja, o grafico) de hé chamada de curva de solugéo.

Vejamos alguns exemplos. Primeiramente, verifiquemos que y = h(x) = 100 + ce~9(ondecé uma
constante ) é um solugdo dey’ = 100 — y. Para verificarmos isso, derivamos h'(x) = —ce(~9, substituindo
y'por h'e yporh, obtemos:

y' =100 — y—>—ce™D =100 — 100 — ce“Dlogo, —ce"O = —ceD,

Nos exemplos anteriores, pode-se ver que cada EDO possui uma solugdo contendo uma constante ar-
bitréria, c. Uma solucgéo que inclui uma constante arbitraria é chamada de solugao geral da EDO.

Geometricamente, a solugdo geral de uma EDO é uma familia de um nimero infinitamente grande de
curvas, cada uma delas correspondendo a uma determinado valor da constante arbitraria. Se escolhermos
umc especifico obtemos o que se chama de solucdo particular de uma EDO.

A solucdo Unica ou solucdo particular de um determinado problema € obtida a partir de uma solugédo
geral por meio de uma condigéo inicial y(x,) = y,, com valores dados para x,e y,, que sdo utilizados para
se determinar um valor para a constante arbitraria c. Geometricamente, essa condigdo significa que a curva
de solucédo deve passar pelo ponto (x,,y,)no plano xy. Uma EDO apresentada com a sua condicao inicial é
chamada de um problema de valor inicial. Portanto, caso a EDO seja explicita, y' = f(x, y), o problema de
valor inicial assume a forma

y'=f(xy), y(xo) = Yo
Vejamos um exemplo. Primeiramente, resolvendo o problema de valor inicial
y' = Z—z = 3y, y(0) = 5,7obtemos a solucdo geraly(x) = ce3.

A partir da solucéo geraly(x) = ce3*, e da condicio inicial y(0) = 5,7, obtemos y(0) = ce® = ¢ =
5,7. Portanto, o problema de valor inicial possui a solucdo y(x) = 5,7¢3%, que é uma soluc&o particular.

Verifiqguemos o resultado por derivacdo que a solugdoy(x) = 5,7e3*satisfaz y' = % = 3ye que
y(0) =5,7.

2 =3.57¢% =357 =3ye y(0) = 57eCV =57

Observe que até agora nés s6 confirmamos que as solucbes dadas satisfazem de fato a equagéo, ndo
nos preocupamos em obter a solucdo. Um dos métodos de resolucdo de EDOs com coeficientes varidveis
mais utilizados é a resolucdo por séries de poténcia. Segundo SIMMONS & KRANTZ 2008, uma série de
poténcia é uma seérie infinita da forma

m=0  Gm(X = X0)™ = ag + ar(x — xo) + a;(x — x0)* + az(x — x0)>+...(4)
onde xé uma variavel e a,, a;,a,... sdo chamadas de coeficientes da série. x,€ uma constante chamada de
centro da série, e se x, = 0, obtemos um série de poténcia expressa em poténcia de x,
w0 Amx™ =ap + a;x + ayx? + azx3+...(5)
Dizemos que a série em (5) converge no ponto xse o limite
lim X_, a,x™(limite das somas parciais)
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existir. O valor desse limite é chamado de soma da série. Se o limite ndo existir no pontox a série e chamada
de divergente.

Suporemos que a variavel x, o centro x,e os coeficientes a,, a,,a,... sejam nlimeros reais.

Exemplos conheudos de séries de poténcia convergentes sdo as séries de Maclaurim

1Tx: w0 XM=14+x+x2+x3+...x <1 série geométrica;

e¥= %, ?_1+x+ + —+.

( 1)m 2m _ xZ x4

— [00] . ~ .
cos(x) = m-o P St e

_ o (_1)mx(2m+1) x3 x5
sen(X) = m=o STTREEE Sl e

A série (4) sempre converge em x = x,, l0ogo que, todos 0s seus termos sdo nulos, excetuando-se tal-
vez 0 primeiro termoa,. Se existem outros valores pra xpara 0s quais a série converge, esses valores formam
um intervalo chamado intervalo de convergéncia. Se esse intervalo for finito, ele possui um ponto central x,
de modo a ter a forma x — x, < Re a série (4) converge para todo xtal que x —x, < Re diverge para todo
xtal que x —x, > R. O nimero R é chamado de raio de convergéncia de (4). Pode-se obter R por meio de
gualquer uma das seguintes formulas

1
R=1—= —(6) R = WU)
m-—eo m-ooo  am

BOYCE e DIPRIMA 2010.

O intervalo de convergéncia pode as vezes ser infinito, ou seja, (4) converge pra todo x. Por exemplo,
guando o limite de (6) e (7) for zero.

Conforme falamos, o método de resolucdo de EDOs por séries € um dos mais utilizados, e agora veremos as
etapas basicas do método de resolucdo, em equacdes lineares de primeira ordem.

Para uma dada EDO

Yy +p()y =1(x).(3)

Primeiro representamosp(x)e r(x)por meio de séries de poténcia de x, mas frequentementep(x)e
r(x)sdo polindmios, com o qual nada precisa-se fazer nesta etapa. A seguir supomos que exista uma solucdo
na forma de uma série de potencia com coeficientes conhecidos,

y= 9.0 amx™ =ay+ a;x + ayx? + azx3+..(8)
assim, temos a seguinte derivagao
y' = $_1 ma,x™!=a; +2a,x + 3azx? + 4a,x3...(9)
e inserimos (8) e (9) termo a termo.
Consideremos a seguinte equagdo elementar
y'=y
cuja solugdo, pode-se ser obtida através de outras formas e métodos,y = c - e*. Agora verifiquemos, a reso-
lucdo por séries

[00) [00)
ma,,x™ 1 = Ay x™
m=1 m=0
ay + 2a,x + 3a3x? + 4ax3+... = ap + a;x + azx? + azx3+...

Agora as potencias de xdevem coincidir, isto é, os coeficientes devem ser iguais. Concluimos que
al = ao, 232 = al, 333 = az, 434, = a3, e

Vamos supor quea,seja uma constante desconhecidac. Entdo, vemos que a; = c,a, = g,a3 = é a, = 4_;_2,
C
. .Em geral, a,, = s
Resumindo, nossa solucdao em séries de potencia da equacdo é
[00] [o0] o]
m ¢ m xm X
y = ApX " = %X =cC- W =cC- .

m=0 m=0 m=0
Resta saber, € se toda EDO podem ter solugdo na forma de séries de poténcia.
Temos o seguinte teorema que garante a existéncia de solugdes por séries para uma conjunto de equa-

coes:
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Seja x,um ponto ordinario da equacdo diferencial
y'+p-y +q-y=0(10)
, OU Seja, p e q tém expansdes em séries de poténcias convergentes em torno de x,; ¢ sejam a e f constantes
reais arbitrarias. Entéo, existe uma Unica funcéo real analitica y = y(x)que tem uma expansdo em série em
torno de xe tal que
a) A funcdo y € solucdo da equacdo diferencial (10).
b) A funcéo ysatisfaz as condices iniciais y(x,) = a, y'(xy) = B.
Se as funcbes pe gtiveram expansdes em séries de poténcia em torno x,com raio de convergéncia
maior ou igual R, o mesmo vale para y. (ZILL e CULLEN 2009)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicaremos o0 método para encontrar a solu¢do de uma equacdo diferencial obtida através da
modelagem do aquecimento de um prédio utilizando a Lei de Resfriamento de Newton.

Suponha que, no inverno, a temperatura de um certo prédio de escritérios seja mantida a 70°F e que o
aguecimento seja desligado as 22 horas da noite e religado as 6 horas da manha. Num certo dia, as 2 horas da
madrugada, a temperatura no interior do prédio era de 65°F. A temperatura exterior era de 50°F as 22 horas
da noite e caiu para 40°F as 6 horas da manhd do dia seguinte. Qual era a temperatura dentro do prédio
quando o aquecimento foi ligado as 6 horas da manha?

Informagdo Fisica — Experimentos mostram que a taxa temporal de variagdo da temperatura 7'de um corpo
B(que seja bom condutor de calor, como, por exemplo, um esfera de cobre) é proporcional a diferenca entre
Te a temperatura do meio que o cerca (Lei de Resfriamento de Newton).

Elaboragdo de um modelo. Chamemos de T (t)a temperatura dentro do prédio e de T,a temperatura
exterior (supondo que ela seja constante, para que possamos aplicar a lei de Newton — esta simplificacéo é
muito comum na resolugdo de problemas reais para se testar a compatibilidade de um modelo & situacdo
real). Dessa forma,segundo essa mesma lei,

dT
dat = k(T - Text)'(ll)
Para obtermos a solucdo geral usando o método das séries fazemos:

dT
T(t) = ap + a;t + ayt? + a3t3+...ea(t) = a, + 2a,t + 3ast*+

assim,

a, + 2a,t + 3aszti+...= k(ag + a;t + ayt? + azt3+... eXt)

a, + 2a,t + 3ast?+...= (kay — kT,.y) + ka,t + ka,t? + kast3+. ..
para que essa igualdade se verifique, é preciso que os dois coeficientes das mesmas poténcias de x em cada
lado sejam iguais. Obtemos entéo,
2 3

a; = k(aO - Text)aaZ = ? (aO - Text)aaB = ﬁ (aO - Text)a
Como a temperatura externa variou de 50°F para 40°F, e 0 nosso modelo por simplificacdo considerou que a
temperatura externa é constante, vamos considerar

50 + 40
T = — = 45°F
Assim nossa solucéo geral da da em série é

T(t) = aO + (ao - 45)kt + (ao - 45) + (a'O —_ 45) 3' +...
Uma solugdo particular é obtida fazendo T(O) =70, ou seja escolhemos 22h corresponder a t=0 . E

portanto a, = 70e T (t) = 70 + 25kt + 25— + 25—+

Para estimarmos o valor de k consideramos a soma parC|aI dos quatro primeiros termos e resolvemos a
equacdo do terceiro grau em k utilizando o Maxima (Figura 1), fazendo T (4) = 65, o que € suficiente para
noés. Obtemos entdo k=0,0557 aproximadamente. Com isso temos a solugdo particular do nosso problema:
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T(t) = 70 — 1,393t + 0,039t% — 0,001t3+.... Para 0s nossos propésitos consideraremos apenas a
soma parcial dos quatro primeiros termos, ou seja, 0 polindmio de terceiro grau.

Para sabermos qual era a temperatura dentro do prédio quando o aquecimento foi ligado as 6 horas da
manhd, basta calcularmos entéo T (8), ou seja,

T(8) =70—1,393-8+0,039-8%2—0,001- 83 ~ 60,840
Assim as 6h da manha a temperatura no interior do prédio era de 60,840°F, ou seja, caiu aproximadamente
.16°F.
916 51 wxMaxima 11040 [ no
Arqulvo Editar Célula Maxima Equagss Algebra Cilculo Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

BI5] |©

4 ($11) wxplot2d([5+100*k+200%k"2+266.7*k"3], [k,-2,2]);
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(%$t1)

266.7*k"3+200*"2+100*k+5

L (%$01)
_7 (%12) find root (5+100%k+200*k"2+266.7*k"3, k, -1, 1);
($02) -0.055754990834943
Figura 1: grafico do polindbmio em k e obtencao da raiz.(Maxima)
Podemos obter a solucdo da equacdo diferencial (11) por outro método, por exemplo separacao de vai-
aveis. Obtendo assim a solugdo para 0 nosso caso: T(t) = 45 + ce*‘com solucéo particular. T, (t) = 45 +

25e*t. Para determinando k utilizamos T(4) = 65, k = %ln(O,S) = —0,056, ou sejaT,(t) =45+
25e70:056¢ . A solugdo do problema é T,,(8) = 45 + 25e~ %9368 = 60,973°F. O que d4 uma diferenca 0,133

da solucédo obtida por uma aproximacao por séries de poténcias. Graficamente podemos visualizar esta dife-

renga no grafico da figura 2.
(1 wibiama 11040  no sovo |

Arquivo  Editar  Célula Maxima Equagdes Algehla Célculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda
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r (311) wxplot2d([45+25%%e” (-0.056%t),
70-1.393%t40.039%t*2-0.001%t"3], [t,0,101);
70 . T ;
25*%e"-(0.056"t)+45 ——

68 0.001"t"3+0.039"t"2-1.393"t+70 ——
66
64

stl

(%t1) 6
60
58

0 2 4 6 8 10
t

(%01)

Figura 2: Comparacdo entra as solu¢des obtidas pelo método das séries e por separacdo de variaveis.

4. CONCLUSOES
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A pesquisa, a pesar de extensa, foi muito instrutiva pois compreendia uma introdugéo ao estudo das
equacdes diferenciais ordinarias, e a um importante método de solucao.

Pudemos verificar com o estudo, como mostra a figura 2, que uma solucéo obtida pelo método das
séries é tdo bom quanto o obtido exatamente. Sendo que em muitas vezes ndo é possivel obter a solucéo
exata em termos de fungGes elementares, mas podemos obter série convergente.

Uma das dificuldades encontradas foi encontrar aplicagdes reais que pudessem ser utilizadas para se
obter uma solucdo por meio de séries, pois 0s casos encontrados na literatura ndo se encaixavam nas
hipoteses do teorema de existéncia de solugdes por série.
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