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Resumo: Este trabalho apresenta uma técnica para a obtencdo de limitantes expurgados da
probabilidade de erro de esquemas de modulacdo codificada em trelica (TCM- Trellis Coded
Modulation) baseada em um algoritmo para o célculo do espectro de distancias baseado na
manipulacdo algébrica dos elementos da matriz adjacéncia do diagrama de super estados (DSE) do
codificador. O algoritmo calcula a funcdo de transferéncia completa do primeiro evento erro. Para
reduzir a complexidade do DSE ¢ apresentado um algoritmo para a reducdo do nimero de estados
através do colapso de estados equivalentes. Os algoritmos apresentados tém a vantagem de serem
facilmente implementados usando linguagens de programagdo simbdlica. Resultados de simulacéo
comprovam que os limitantes expurgados obtidos com estes espectros de distancias sdo convergentes.
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1. INTRODUCAO

Considere um sistema de comunicacdo digital que emprega um esquema de modulagdo
codificada em trelica (TCM). Em cada intervalo de sinalizagdo, o transmissor codifica k bits de
informagdo por simbolo complexo correspondendo a um ramo na trelica do codificador com v
elementos de memdria e 27 estados.

O calculo de desempenho de esquemas TCM em canais com ruido aditivo Gaussiano branco
baseia-se na enumeracdo de distancias Euclidianas e de Hamming entre sequéncias de simbolos na
saida e na entrada do codificador, respectivamente. Esta enumeracdo constitui o espectro de distancias
do codigo. Considere que o decodificador escolhe um percurso na trelica que comeca a divergir do
percurso transmitido em um intervalo de sinalizagdo fixo, e ap0s L intervalos estes percursos voltam a
coincidir pela primeira vez, dizemos entdo que ocorreu um primeiro evento erro (ou evento erro
simplesmente) de comprimento L. Para as sequéncias de pontos da constelacdo transmitida ¢ =
{cy, ..., c} e decodificada e = {e, ..., €, }, representado um evento erro de comprimento L, define-se o

quadrado da distancia Euclidiana entre ¢ e e como d? = F_, |c; — e;|%. A probabilidade de ocorrer
um evento erro, P,, é limitada superiormente por (SCHELEGEL, 1997):
P, < ) A dCRE, 1
e = . iQ ZNO ’ ( )
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sendo E, N, a relagdo sinal ruido média por bit, A; 0 nimero médio de eventos erro de
qualquer comprimento com distancia Euclidiana d? e Q(-) a integral da cauda da funcio de densidade
de probabilidade Gaussiana. Um limitante para a probabilidade de erro de bit, P,, é obtido
considerando que eventos erro com distancia d? tém em média B; bits de informagcao errados e como o
codigo processa k bits de informag&o por intervalo de sinalizacdo, tem-se (SCHELEGEL, 1997):

| d2RE,
—B.
ok 2N,
=1
A enumeragio dos conjuntos de n pares S, = {(4;, d})}-, e S = {(B;, d?)}-,, considerando
as menores distancias d? ,constitui o espectro de distancias de n-ésima ordem do codigo TCM, sendo a
menor delas, d? , denominada de distancia livre.
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Foérmulas fechadas para limitantes superiores das probabilidades P, e P, também podem ser
obtidas a partir da funcdo de transferéncia do codigo T (x, y), definida por (SCHELEGEL, 1997):

T X,y = CdH,ddeydz ) (3)
dy d

sendo Cg, 4 O NUmero médio de eventos erro com distancia Euclidiana d e distancia de

Hamming dj; entre as sequéncias de informacéo transmitida e decodificada.
Como os codigos TCM em geral ndo sdo geometricamente uniformes (UNGERBOECK,1982),
a enumeracgdo da funcdo de transferéncia e do espectro de distancias é realizada através de uma busca
em um diagrama de super estados (DSE) do codificador (BIGLIERI, 1984). Os estados do DSE,
0,0 =1,..,2%", sdo formados por pares de estados da trelica do codificador, p,q ,p,q =1, ..., 27,
onde p e g séo os estados da sequéncia transmitida e da sequéncia decodificada, respectivamente, em
um dado intervalo de sinalizagdo. A transicdo entre estados do DSE, g; - gj, corresponde a transi¢ao
entre pares de estados p,q — (7,s), isto é, a sequéncia codificada transiciona de p para r e a
sequéncia decodificada transiciona de g para s. Denotamos por dy (o; — d;) € d?(o; - o;) a distancia

de Hamming e o quadrado da distancia Euclidiana correspondendo a esta transigio. Existem 2k
transicBes equiprovaveis que divergem de cada estado da trelica do codificador. O rétulo do ramo que
conecta a transicdo de estados a; — g; do DSE € dado por:
1
2ke
ce

O somatério em (4) indica que os simbolos transmitidos e decodificados devem ser escolhidos
em todas as transicBes paralelas que conectam os estados o; € g;. O somatdrio ndo deve ser
considerado se ndo existirem transi¢Ges paralelas. O estado o; é chamado de estado bom (G) sep = q
ou de estado ruim (B) se p # q. O DSE tem 2" estados bons e 22V — 2" estados ruins.

O (i,j)-ésimo elemento da matriz adjacéncia, denotada por A, do DSE é o rétulo do ramo
correspondente a transicdo o; — g;. Se ndo existir esta transicdo faz-se este elemento igual a zero. O
(i, j)-ésimo elemento da L-ésimo poténcia da matriz adjacéncia A é um polindmio de 2 variaveis x e y
cujos expoentes sdo as distancias de Hamming e Euclidiana quadrada, respectivamente, de todos os
caminhos no DSE de comprimento L originando em g; e terminando em g; e 0s seus coeficientes sao
as multiplicidades médias associadas a estas distancias.

Como o nimero de estados do DSE é 227, o processo de busca do espectro de distancias torna-
se computacionalmente ineficiente para valores de v moderados (por exemplo, v > 4), tornando
necessaria uma reducdo da matriz adjacéncia do DSE via colapso de estados equivalentes, como
proposto por SCHELEGEL (1997) e BIGLIERI (1991).

Neste trabalho é propostos um algoritmo para o calculo do espectro de distancias de codigos
TCM. O algoritmo calcula a funcdo de transferéncia a partir da matriz adjacéncia A, ou a partir da sua
forma reduzida. O algoritmo apresentado é uma adaptacdo para codigos TCM do algoritmo iterativo
proposto inicialmente para cédigos convolucionais por PIMENTEL (2003). Em cada iteracdo do
algoritmo encontra-se a matriz adjacéncia do DSE com 1 estado ruim a menos, mas que preserva toda
informacdo para o calculo da funcdo de transferéncia do DSE inicial. Este processo é repetido até que
resulte em uma matriz adjacéncia de um DSE com apenas estados bons.

de(Ui_’Uj)de(Ui_’aj) ) 4)

2. MATERIAL E METODOS
a) Algoritmo para reducdo da matriz adjacéncia do DSE

Um evento erro de comprimento maior que 1 corresponde a um caminho no DSE que comega
em um estado bom, a primeira transicdo é para um estado ruim e este retorna pela primeira vez a um
estado bom em algum instante futuro. Um evento erro de comprimento 1 corresponde a transicdes
paralelas entre estados bons. Por conveniéncia, particiona-se a matriz adjacéncia A da seguinte forma:
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onde A representa transi¢cGes entre estados bons, A;p representa transi¢des de estados bons para
estados ruins e similarmente para as outras submatrizes. A;;, Agp, Apg, Agp €M dimensdo 2¥ x
2V,2V x 22V — 2V, 22V _ 2V x 2V 22V — 2V x 22V — 2V respectivamente. A funcdo de transferéncia
pode ser obtida diretamente da matriz A (SCHLEGEL, 1997):

T x,y = NAge1+ MAgp(I — Apg) ' Ape1 (6)
onde IT é um vetor linha 1 x 2Y de probabilidades, cujos elementos sdo iguais a 1 2Y (probabilidade
de um evento erro iniciar em algum estado bom) e 1 ¢ um vetor coluna de 1’s. O primeiro termo do
lado direito da igualdade em (6) corresponde a contribuicdo de eventos erro de comprimento 1
(percursos paralelos) para a funcdo de transferéncia, enquanto o segundo termo corresponde a todos 0s
eventos erro de comprimento maiores que 1. Uma forma alternativa para calcular T'(x,y) consiste na
resolucdo de um sistema de equagdes lineares (BIGLIERI ,1991).

A complexidade computacional do célculo de T (x,y) varia de acordo com o grau de simetria
do cddigo. Por exemplo, se o codigo é geometricamente uniforme pode-se fixar uma sequéncia
particular (em geral a sequéncia toda zero) como a sequéncia transmitida. Neste caso, 0 nimero de
estados do DSE pode ser reduzido para 2¥. Uma classe de codigos conhecidos como quase regulares
(ROUANNE; COSTELLO,1989) nédo satisfazem esta propriedade de equiparticdo uniforme, mas a
funcéo de transferéncia pode ser calculada usando um DSE reduzido com 2V estados (ROUANNE;
COSTELLO,1989). Uma discussao sobre os varios graus de simetria de cédigos TCM e os algoritmos
usados para enumeré-los é detalhada por (BENEDETTO et al, 1994).Entretanto, em casos gerais em
gue estas simetrias ndo sdo observadas, pode-se reduzir a complexidade do DSE eliminando-se estados
equivalentes (caso estes existam), obtendo-se uma nova matriz adjacéncia de dimensao reduzida, sem
alterar a funcdo de transferéncia do codigo. Esta redugdo da matriz adjacéncia sera discutida a seguir.

Define-se o rétulo de um caminho no DSE como o produto dos rétulos correspondendo a cada
transi¢do de estados que formam o caminho. Dois estados do DSE s&o ditos equivalentes se o conjunto
formado pelos rétulos de todos os caminhos de qualquer comprimento que comegam nestes estados
sdo idénticos. Um conjunto de estados equivalentes do DSE, digamos I' = {I;, [, ..., I,,}, podem ser
colapsados mantendo-se apenas 1 estado representativo da classe (considera-se que este é o de menor
indice I;). Estados com linhas idénticas na matriz adjacéncia sdo equivalentes e o colapso destes
estados forma uma nova matriz adjacéncia efetuando-se as seguintes operacdes: 0 primeiro passo
consiste em adicionar as colunas com indices em T (adi¢do definida como componente a componente).
O resultado desta operacdo é a coluna I; da matriz adjacéncia reduzida. Em seguida, deve-se zerar as
linhas e colunas I, ...,I,. Estes dois passos consistem em redirecionar para I; todos os ramos
terminando em I, ..., I,, e eliminar estes estados. Os outros elementos da matriz reduzida séo idénticos
aos da matriz original. Este procedimento é aplicado separadamente nos estados bons e ruins. Quando
0s estados bons forem colapsados, o vetor de probabilidades II = [y, 75, ..., v ] deve ser atualizado
de tal forma que m;, = m;, + ...+ m,v e para os estados colapsados 7; =+ =m; = 0. Se apos 0
colapso de conjuntos de estados equivalentes ainda restarem linhas (ndo nulas) idénticas, aplica-se
novamente o procedimento descrito anteriormente até que todas as linhas (ndo nulas) da matriz sejam
distintas. Ap6s todas as reducles, as linhas ndo nulas da matriz resultante formam uma matriz
adjacéncia reduzida A’, de dimenséo L, X Lg, com ng estados bons e nj, estados ruins, onde L, =

ng + n, . Onovo 1 X ng vetor de probabilidades é denotado por IT".

A=

Exemplo 1: Seja o codigo de Ungerboeck, 2V = 4, R, = 1 bit/simbolo, QPSK. Este codigo possui
uma matriz adjacéncia A de dimensdo 16 X 16, que ap6s a aplicacdo do algoritmo de reducdo de
estados produz uma matriz com n"Q =1,n,=2L, =3:

A= 0 xy* y*, )
y4-



r

O vetor de probabilidades é IT" = [1].

E importante destacar que o algoritmo apresentado, apesar de poder apresentar uma reducio
de estados do DSE, ndo é 6timo quanto ao numero de estados reduzidos (SHI ; WESEL ,2004).
Porém, este conta com a vantagem da facilidade de implementacdo por qualquer software de
programacdo simbdlica. A préxima seccdo descreverd o algoritmo para calcular a funcdo de
transferéncia completa de codigos TCM.

b) Algoritmo para céalculo da funcdo de transferéncia de codigos TCM

O algoritmo apresentado nesta se¢do para o calculo da funcéo de transferéncia de c6digos TCM
é uma extensdo do algoritmo proposto por PIMENTEL (2003) para calcular a funcéo de transferéncia
de cddigos convolucionais e emprega um algoritmo de redugdo de estados (SRA - State Reduction
Algorithm) a partir da matriz reduzida A". O objetivo do algoritmo iterativo SRA é calcular a
contribuigdo para a funcéo de transferéncia de eventos erro de comprimento maiores que 1, reduzindo
a cada passo 1 estado ruim do DSE e calculando uma nova matriz adjacéncia que produz a funcéo de
transferéncia do codigo.
Para calcular a funcdo de transferéncia, devemos abrir o DSE eliminando as transi¢fes entre 0s
estados bons, gerando uma nova matriz adjacéncia reduzida, A*, da forma:
4
v Aoe ®
ABG ABB
onde 0 é uma submatriz né X n"Q com todos os elementos iguais a zero. Se né > 1, 0 nimero de
estados bons do DSE aberto pode ser reduzido a 1, produzindo uma nova matriz adjacéncia, denotada
por B, de dimenséo L, X Lj,, onde L, = 1 + ny, dada por (SHI; WESEL,2004) :
Bgc Bgp 0 'Agg
B = = b ©
Bgs Bpp  Apgl  Apg
Na k-ésima iteracdo do algoritmo SRA, k = 2,...,L,, 0 estado k é eliminado produzindo a
matriz B(k) a partir da mudanga de alguns elementos de B(k — 1), como descrito a seguir. Seja

b5 0 (i, k)-6simo elemento de B(k —1). Para cada { # k,i = 1,..., Ly, tal que by > # 0 e para
cadaj # k,j =1,...,L, tal que bl(i # 0, 0 elemento b( )¢ é igual a (PIMENTEL,2003):
by + bije P (L= by )b, (10)
A eliminagdo do k-ésimo estado é realizada zerando-se a k-ésima linha e a k-ésima coluna de
B(k). Observe que os rétulos de todos os ramos que iniciam ou terminam neste estado foram
redirecionados para outros ramos do DSE. A matriz adjacéncia inicial ¢ B 1 = B e a matriz no final
do algoritmo, B(L,), tem apenas o elemento (1,1) ndo nulo que pode ser interpretado como B(Ly) -
A funcdo de transferéncia pode ser calculada da seguinte forma:
T x,y = WAg1+ B(Lp)ge, (11)
O primeiro termo do lado direito da igualdade de (11) deve ser empregado apenas se a trelica do
codificador tiver transicOes paralelas. O algoritmo néo utiliza inversdo de matrizes levando a uma
reducéo no esfor¢o computacional.
Exemplo 2: A matriz reduzida (7) do Exemplo 1 produz a seguinte matriz inicial do algoritmo
RSA:

A" =

0 xy* 0
1 =0 xy? y?, (12)
y* x 0

O algoritmo SRA produz a seguinte sequéncia de matrizes:

* Eliminagao do estado 2:



0 O
1—xy?
B2 =10 0 0
2
4 *y
vy 0 1—xy?
+ Eliminacéo do estado 3:
x 10
B3 = 1- ny
0 0 o0
0 0 o0
A funcéo de transferéncia é entdo calculada a partir de (11):
10
Xy

(13)

T x,y = B(Lp)ec = 1= 2xy2’
A partir da matriz adjacéncia reduzida A’, o algoritmo SRA resume-se nos seguintes passos:
* A matriz inicial ¢ B 1 = B dada em (9).
e Parak = 2, ..., L, forme a sequéncia de matrizes B k .
* A fungdo de transferéncia ¢ dada em (11).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Uma forma de enumerar o espectro de distancias de codigos TCM sem calcular a sua fungéo de
transferéncia consiste em avaliar o0 espectro até a n-ésima ordem de interesse.

Considere o conjunto ordenado S = {(p;(x), d?)}*, de tal forma que d? < d? ;. O polindmio
p;(x) é o coeficiente de y"li2 em T(x,y). O espectro de distancias de n-ésima ordem é calculado a
partir de S, visto que:

Sa = {(p: (D), diz)}?zl ) (14)
dp;(x) "
S = _1, d? , 15
b= g herdt (15)
Para exemplificar, seja 0 coédigo TCM cuja fungdo de transferéncia obtida no Exemplo 2 é dada
por:
10
Xy
T = — 16
oy =gz 2xy?’
que apos a expansao em série de Taylor tem-se o espectro de distancias de quarta ordem:
Sq= 1,10, 2,12, 4,14 ,(8,16) , (17)
Sg= 1,10, 4,12, 12,14 ,(32,16) . (18)

Para obtermos o limitante da unido expurgado da probabilidade de erro de bit, faremos uma
pequena modificacdo da Equacéo (2):

1 d?RE,
k. 2N,

(19)
i=1

onde o simbolo = indica que somente alguns termos dominantes do somatério serdo considerados.
Estes termos serdo os pares do conjunto Sz em (18) para o c6digo TCM do Exemplo 1 e os conjuntos
em (20) e (21) para o codigos TCM com 4 estados, QPSK, k =1, R = 1 e 0 codigo TCM 8 estados,
8PSK, k = 2,R = 2/3 (BIGLIERI, 1991), respectivamente.



' . W Te.

L |t e G TR -

Nnﬂ:-ub:‘m,mhom qﬁ-mmomw

Sz = 0,281;8, 0,375;10, 1,25;12, 1,5;14,(0,5;16) , (20)
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A Figura 1 ilustra os limitantes expurgados obtidos com os conjuntos dados por (18), (20) e (21)
dos respectivos codigos TCM citados. Na figura, os cddigos correspondentes aos conjuntos de (18),

(20) e (21) sdo identificados como TCM!, TCM? e TCM?, respectivamente.
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Figura 1 - Limitantes da unido expurgados da probabilidade de erro de bit de codificadores TCM.

6. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um algoritmo, totalmente matricial, que enumera o espectro de
distancias de cddigos TCM, obtendo a funcdo de transferéncia completa do primeiro evento erro.
Também foi mostrado um algoritmo que realiza um pré-processamento da matriz adjacéncia do
DSE, que também é totalmente matricial e a partir do calculo do espectro de distancias foi obtido o
limitante da unido expurgado para a probabilidade de erro de bit. Resultados de simulagdes
mostraram que os limitantes obtidos convergem para uma ampla faixa de relagdo sinal ruido. A
principal vantagem dos algoritmos apresentados é a facilidade de implementacdo usando qualquer
software de computagéo simbolica. E interessante notar que estes algoritmos podem ser aplicados a
outras classes de codigos em trelica, incluindo os codigos TCM para canais que empregam
maltiplas antenas.
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