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Resumo: O presente trabalho apresenta a analise e projeto de controle robusto chaveado para sistemas
lineares invariantes no tempo. A metodologia apresentada é baseada em Desigualdades Matriciais
Lineares (LMIs) e utiliza uma tnica fun¢do quadratica de Lyapunov para projetar os ganhos de
realimentacdo do controlador. O controle proposto seleciona um unico ganho, de um conjunto de
ganhos previamente projetados, de forma que minimiza a derivada temporal da fungdo de Lyapunov. A
metodologia proposta, mesmo mantendo o conservadorismo das existentes na literatura, mostrou-se
eficiente nas simulagdes numeéricas. O que foi comprovado no projeto de um sistema de controle com
incertezas politopicas para um péndulo invertido.

Palavras—chave: Controlador chaveado; desigualdades matriciais lineares (LMIs); incertezas
politopicas; controle robusto; péndulo invertido.

1 INTRODUCAO

Com o desenvolvimento de técnicas ligadas a teoria de Lyapunov para a analise e sintese de
controladores, baseados em Desigualdade Matriciais Lineares (LMIs), o final do século XX e o inicio
deste século, foi marcado por grandes nimeros de descobertas, sobre novas condigdes que garantem a
estabilidade de sistemas lineares e nao lineares. Além disso, devido ao grande nimero de problemas de
carater pratico e académico, tem crescido muito o interesse no estudo de sistemas chaveados (WICKS;
PELETIES; DECARLO,1994; LIBERZON; MORSE, 1999; DECARLO et al., 2000; HESPANHA;
MORSE, 2002; GEROMEL; COLANERI, 2006; SOUZA et al., 2013; SOUZA et al., 2014;
OLIVEIRA et al., 2014), principalmente no que diz respeito a analise de estabilidade ¢ projeto de
novos controladores, visto que, de uma forma geral, a resposta transitoria de sistemas lineares

invariantes no tempo pode ser melhorada ao utilizar controladores chaveados.

Recentemente, a comunidade cientifica tem demonstrado atengdo para o estudo da analise de
estabilidade e projeto de novos controladores, baseados em LMIs, com o chaveamento dos ganhos

sobre a mesma planta, como pode ser visto em (SILVA et al.,2012) e (SOUZA et al., 2013).

Em (SOUZA et al., 2013), por exemplo, foi proposta uma nova metodologia de projeto de
controle chaveado para uma classe de sistemas lineares com incertezas politdpicas, que faz uso de uma
unica fungdo de Lyapunov para projetar varios ganhos do controlador baseado em LMIs. Porém, esta
metodologia de projeto de controle ¢ limitada, visto que exige que a matriz I3, matriz de controle do
sistema, seja constante. Neste mesmo trabalho, a saida proposta, para o caso em que B ndo ¢
constante, foi aumentar a dimensdo do sistema, por meio da inser¢@o de um integrador, ou a garantia

da estabilidade uniformemente “ultimate bounded”, sob determinadas condi¢des da matriz B.
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Este trabalho tem como objetivo generalizar (SOUZA et al.,, 2013), propondo uma
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metodologia de projeto de controladores robustos chaveados.

A metodologia adotada garante a estabilidade assintotica global de sistemas lineares, com incertezas
politdpicas, e o controlador proposto seleciona um unico ganho, que pertence a um conjunto de ganhos
previamente projetados, além disso, as LMIs propostas sdo iguais em termos de conservadorismo as
estabelecidas em (SOUZA et al., 2013) que, por sua vez, ja sdo mais relaxadas do que as classicas.
Para comprovar a eficiéncia da técnica, foi projetado um sistema de controle para o péndulo invertido
e realizadas simulagdes computacionais. As simulagdes computacionais foram executadas no software
Matlab, utilizando programagdo convexa na linguagem do YALMIP (LOFBERG, 2004) com o solver
SeduMi (STURM, 1999).

Por conveniéncia, serdo estabelecidas algumas notagdes que serdo utilizadas neste trabalho:

K.={1,2,....,r}, r&; x@)=z2; V(z@)=V

(A7 Bv Ca K)(O{):Z ai(AivBi7Ci7K’i)v (673 Z 0 (1)
i=1
€ Z;:l G = 17 o= [O‘17O‘27 .. -7aT]T7

sendo 7 = 2° e 5 é 0 niimero de pardmetros e/ou fungdes incertas distintas nas matrizes.
2 RESULTADOS PRELIMINARES

Esta secdo traz um estudo do controle de sistemas lineares, baseado em LMI’s, seguindo a

linha de (BOYD et al., 1994).
2.1 Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados
Considere o sistema linear realimentado
z(t) = Az(t) + Bu ()
sendox € R"™ o vetor de estado, A € R"*"™ B € R™*™ ¢y € R™a entrada de controle.

Suponha que todas as variaveis de estado estejam disponiveis para realimentacdo, uma lei de controle

largamente usada na literatura (BOYD et al., 1994), é

u=—Kax(t), KeR"™" 3)

Substituindo (3) em (2), tem-se
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(t) = Azx(t) — BKa(t) = (A — BK)x(t). @)

®
10,

Para garantir que o sistema linear realimentado (4) € estavel segue o seguinte teorema.

Teorema 1. O sistema linear (4) é quadraticamente estabilizavel se, e somente se, existir uma matriz

simétrica definida positiva X € R"*™ ¢ M € R™*", tal que

XAT + AX —BM — MTBT <0 (5)
se (5) é factivel, o ganho do controlador é dado por K = M X L.

A demonstragdo do Teorema 1 pode ser vista, por exemplo, em (BOYD et al.,1994).

O Teorema 1 garante a estabilidade do sistema realimentado (4), isto é, garantir que o sistema
linear realimentado (4) seja estavel é equivalente a encontrar a matriz P de Lyapunov ¢ o ganho

estabilizante K.

2.2 Estabilidade de Sistemas Lineares com Incertezas Politopicas

Seja A uma matriz que ndo seja precisamente conhecida. Define-se politopo de incertezas de
A como sendo a combinacdo convexa de seus vértices, sendo considerado a combinagio dos valores
maximos e¢ minimos de cada valor e/ou parAmetro incerto. Assim, o politopo de incertezas tem 2"
vértices, sendo r o0 niimero de componentes incertos da matriz A. Matematicamente, pode-se escrever
o politopo convexo da seguinte forma (LEITE et al., 2004):

™ s

A= {A(a) e R : A(a) = Z%’Am com «; > 0, Zai =lecieK,} (6)
1=1 =1

Agora, vamos considerar que o sistema (2) tenha incertezas politopicas. Assim, ele pode ser escrito

como a seguir:

= Ala)z + B(a)u = Z o;(A;x + B;u). (7
=1
Sendo x(t) € R™ o vetor de estado, u(t)€ R"™ a entrada do controle, A(«), B(«) € A, matrizes que
representam a dindmica do sistema, com A; € R"*"™ B, € R™"*" j € K.

Levando em consideragdo que todas as variaveis de estado estejam apropriadas para a
realimentacg@o, a lei de controle para realimentagdo de sistemas incertos sera dada por (3). Substituindo
(3) em (7), tem-se o sistema realimentado.

n
i = A()z(t) — B(a)Kz(t) = (A(e) — B(a)K)z = > a;(A; — BiK)x (8)
i=1
Teorema 2. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear com incertezas politopicas dado em (8)
églobalmente assintoticamente estavel, se existem uma matriz simétrica definida positiva X e uma
matriz M € R™*™ tais que para todo i € K.,
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Se as LMIs (9) sdo factiveis, para todo © € K., o ganho do controlador é dado por K = M X -1

[nstltuto Federal do Tocantins

XA + A, X —B.M - MTBF <o. )

Em (SOUZA et al., 2013) foi apresentada a seguinte lei de controle com realimentacdo do
vetor de estado:

w(t) = un(t) = — ZaiKix(t) = —K(a)x(t), K; e R™*" e K,. (10)

Substituindo (10) em (7), obtém-se o sistema realimentado
() = Al@)a(t) = B@)K (@) = > > away(A; = Bi;)a(t). (1)
i=1 j=1

Foi justificado que a lei de controle (10) ¢ ficticia, visto que «;, ¢ € K,., sdo parametros incertos que
podem ser indisponiveis para medigdo, porém foi utilizada na analise do controlador chaveado que foi
proposto.

Teorema 3. (SOUZA et al., 2013). O ponto de equilibrio * = 0 do sistema linear com incertezas

politopicas dado em (11) é globalmente assintoticamente estavel, com taxa de decaimento maior ou

igual v > 0, se existem uma matriz simétrica definida positiva X (X 0) e matrizes M; € R™"*™

tais que, para todo i, j € K, , as seguintes LMIs sejam factiveis:

XAT + A, X — B;M; — MBI +2vX < 0, (12)
(A+ANX + X (A+A)T — BiM; — B;M; — MB] — MBI +4vX =0, i <j.  (13)
Se (12) e (13) sdo factiveis, os ganhos do controlador sdo dados por K; = M; X% i € K,.
Demonstragdo. Pode ser vista em (SOUZA et al., 2013).

Teorema 4.(SOUZA et al., 2013). Admita que as condi¢oes do Teorema 3, relativas ao sistema (7)
com a lei de controle (10), sejam satisfeitas e obtenha K; = M; X1, i € K,, e P=X"1. Entdo, a
lei de controle chaveada proposta em (SOUZA et al., 2013) torna o sistema (7) uniformemente
“ultimate bounded”.

Demonstragdo. Pode ser vista em (SOUZA et al., 2013).

3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Considere, agora, o sistema linear com incertezas politopicas:
#(t) = A(a)z + Bla)u,. (14)
Sendo x€ R™, A(«a), B(a) € A, A; € R™*", B; € R"™*"™ ey, € R™.
Define-se a lei de controle chaveada:

y=—-K,r, K, eR™" v=arg Ilgll{xTQix}. (15)

A determinagdo do ganho do controlador ¢ baseado em (Souza, 2013) e seleciona um ganho,
que pertence a um conjunto de ganhos {Kj, Ko, ---,K,}, por meio da selegio do indice
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v = argminge, {27 Q;x}, sendo {Qi,Q2, -+ ,Q,} matrizes simétricas definidas positivas
auxiliares.

Substituindo (16) em (15), tem-se:
&= A(a)r — B(a)K,x = (A(a) — B(a)K))x. (16)
E para garantir que o sistema linear realimentado (17) ¢ estavel estabelece-se o seguinte teorema.

Teorema 6. Suponha a existéncia de matrizes simétricas definidas positivas X, R; € R™*" matrizes
simétricas S; € R™*" matrizes M; € R™*"™ e 8 < 0 tais que, para todo i, j € Kk,

A X+ XAT —BX 4+ 5, +R; <0; (17)
—B;M; — M} B} — 5; — R; < 0. (18)

Entdo a lei de controle chaveada (16) torna o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (15) globalmente
assintoticamente estavel, sendo Q; = X 'R; X', P = X ~'e os ganhos do controlador dados
porK; = MjX_l, 7 e K,.

4 EXEMPLOS

4.1 O Pendulo Invertido

O péndulo invertido possui a seguinte configuragdo, como segue na Figura 1. A haste, tende
sempre a cair, portanto, um sistema naturalmente instavel. Porém, o sistema pode ser estabilizado
quando uma forg¢a horizontal ¢ aplicada sobre o corpo moével, for¢ando a haste encontrar seu ponto de
equilibro. A entrada do sistema é um sinal de tensdo u, e uma for¢a f usada para movimentar o corpo
movel horizontalmente e, como saida, a posi¢do angular do péndulo 6 e a posi¢do horizontal do corpo
moével . As equagdes que descrevem o sistema sdo dadas por:

(M + m)i + mifcosd — mlf%send = f 19)
mlcosfi — mlbisend + mi20 — mglsend = 0 (20)
f=au—bi. (21

Os valores das equagdes sdo explicitados na tabela 1:

Figura 1: Péndulo
Invertido

y
e %
0
—p
u

1
M
Q0O

Fonte: (RIBEIRO,
2006)
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Tabela 1 — Valores das constantes.

Contantes Pardmetros Valor Numérico
Centro de Gravidade 1 0.31 m (incerto)
Massa da haste m 021 Kg
Massa fio corpo M 04573 K g
movel
Aceleragdo da m
gravidade £ o8 s2
Dados de placa a 1.7374
Dados de placa b 7.6832

Fonte: (RIBEIRO; 2006).

Apdés a linearizagdo do sistema em torno do ponto de  equilibrio

[9 6 & é]T:[ 0 0 O}T,temos
i 0 10 0 0 0
6| _ | XMy 00 & || 6 —i5
il = 0O 00 1 N
& Sr9 00 3 Le i

4.2 Simulacées Numéricas

Para a simulagio foi considerado que o centro de gravidade da haste | seja uma incerteza, com
valores variando no intervalo 0,29< [ < 0, 31. Da forma que as incertezas politopicas estdo dispostas
nas matrizes A ¢ B, o processo produz um politopo de dois vértices. Assim, tem-se os seguintes
vértices do politopo

0 1 O 0 0 1 0 0
A, — 46.1772 0 O 54.1975 A, — 49.3618 0O O 57.9353
b 0 0 o 1 2 0 0 0 1 ’

—4.5049 O O —16.8012 —4.5049 0 O —16.8012 2
0 0 (22)

—12.2585 —13.1039

Bl - 0 9 B2 — 0
3.8001 3.8001

Utilizando o MATLAB, com a linguagem computacional do YALMIP e o solver SeDUMIR,
considerando os vértices do politopo (23) e S = —2, foram encontradas as matrizes simétricas

definidas positivas P, Q1, ()2 e os ganhos do controlador Ky, K5 utilizando o Teorema 6 proposto.

0.0985 0.0182 0.0313 0.0286
0.0182 0.0039 0.0061 0.0056

P= 0.0313 0.0061 0.0129 0.0104 |~
0.0286 0.0056 0.0104 0.0094
5.0447 0.9410 1.6630 1.4973 5.2332 0.9788 1.7206 1.5514 (23)
| 0.9410 0.1757 0.3107 0.2797 | 0.9788 0.1833 0.3223 0.2905
Q1 = 1.6630 0.3107 0.5520 0.4956 (2= 1.7206 0.3223 0.5696 0.5121 |’
1.4973 0.2797 0.4956 0.4456 1.5514 0.2905 0.5121 0.4611

Ky =[ —14.9453 —2.0600 —3.0715 —7.3375 |, K, =[ —14.3565 —1.9502 —2.8937 —7.1720 |
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Para a simulacdo numérica foi considerada a condicdo inicial
— T , .. . - .
71(0) = [ 5 0 01 0 ] , € apds 3 segundos foi inserida uma nova condigdo, para simular

T
uma perturbagdo no sistema depois do tempo de acomodagio, T2(0) = [ -5 0 1.0 ] , ambas

as simula¢des foram executadas considerando [ incerto igual a 1 = 0.305, no centro de massa da
haste. A posi¢do de equilibrio para ambas as etapas das simulagdes é: x, = [ 0O 0 0 O } Os

resultados obtidos sdo mostrados na Figura 1.

Figura 2: Posic@o angular, posi¢ao linear, sinal de controle chaveado e indice de chaveamento
do sistema controlado.

7 05

T T T T

forga (N)
T 1
|

chaveamento
I

Fonte: autor.

5 CONCLUSAO

Neste trabalho, que é uma pesquisa basica, fruto de um trabalho de iniciagdo cientifica, foi proposta
uma nova metodologia de sistema de controle chaveado para sistemas lineares com incertezas
politopicas. A metodologia generaliza Souza et al., (2013) ao ndo exigir que a matriz B, do sistema (7),
seja constante. Além disso, em termos de conservadorismo, as LMIs propostas sdo iguais as
estabelecidas em Souza et al. (2013), que por sua vez, ja sdo mais relaxadas do que as classicas
propostas em (Boyd et al., 1994), e na Figura 1 mostra que a resposta do sistema controlado (20), (21),
(22) e (16) apresentou um desempenho apropriado. Como prosseguimento deste trabalho, pretende-se
estabelecer, seguindo esta mesma linha de projeto de controle, critérios de desempenho como, por
exemplo, Ho e Hoo.
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