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Resumo: Este trabalho aborda um estudo sobre matrizes, autovalores e autovetores, dando énfase
nas defini¢des e suas principais propriedades. Realizou-se uma pesquisa bibliografica em livros
especializados no tema. A ideia do trabalho & destacar as propriedades dos autovalores que
fundamentam a teoria de controle, principalmente com projeto baseado em Desigualdades
Matriciais Lineares (do inglés “Linear Matrix Inequalities — LMIs”).
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1 INTRODUCAO

A teoria de controle, que trata do comportamento de sistemas dindmicos, tem se
destacado como um importante campo de aplicacdes da matemética e vem sendo
amplamente utilizada na sociedade moderna, desde simples aplicagdes, como no controle
de temperatura de ar-condicionado, at¢ em sistemas altamente sofisticados, como em

avides e satélites.

Assim, devido ao grande numero de aplicacdes, o interesse no estudo de problemas
vinculados a teoria de controle tem crescido, e grande parte desses estudos foi inspirado
pelo uso das Desigualdades Matriciais Lineares que aqui serdo chamadas de LMIs (do
inglés “Linear Matrix Inequalities - LMIs ), que ¢ uma técnica mais moderna de analise e
projeto de sistema de controle, no dominio do tempo, que utiliza a descricdo de um sistema

em termos de n equagdes diferenciais que podem ser escritas na forma matricial.

Segundo Boyd et al. (1994), a historia das LMIs na anélise de sistemas dinamicos
remonta hé mais de 100 anos, e comeca em cerca de 1890, quando Lyapunov publicou seu
trabalho introduzindo o que hoje chamamos de teoria de Lyapunov. Naquela época, o
teorema de Lyapunov, adaptado para sistemas lineares continuos no tempo, poderia ser
formulado diretamente em termos de LMIs. Mas, principalmente na década de 1980, foram
abertos caminhos para que problemas de controle pudessem ser convertidos em problemas

convexos como, por exemplo, o trabalho de Bernussou, Peres e Geromel (1989). A partir
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dai, garantir que um sistema linear realimentado seja estavel ¢ equivalente a encontrar um

ganho (matriz) estabilizante K e uma matriz de Lyapunov P simétrica positiva definida.

Busca-se com este trabalho o estudo da fundamenta¢do matemadtica, uma vez que
para qualquer sistema dindmico a ser controlado ¢ necessario um modelo matematico
preciso, e, ao desenvolver técnicas de sistema de controle ¢ fundamental que se entenda o
papel da matematica em sua fundamentag@o. Assim, a principal contribui¢do do trabalho ¢é

na fundamentacdo matematica para se chegar na matriz de Lyapunov P.
2 METODOLOGIA

Este ¢ um trabalho de pesquisa bibliografica, no qual inicialmente como estudo
preliminar focou-se em matrizes, suas principais caracteristicas seguindo a linha de

Steinbruch e Winterle (1987) e Leon (2011).

Define-se por matriz um conjunto de valores organizados em m linhas e n colunas

all alZ al3 aln
aZl 022 aZ3 aZn
aml am2 am3 amn mxn

Sendo a; um elemento da matriz, seus indices i e j indicam respectivamente, a
linha em que ele se encontra e a coluna. E dito que a matriz, por possuir m linhas e n

colunas, possui ordem mXn

Matrizes retangulares sdo matrizes no qual o numero de linhas ¢ diferente dos
numeros de colunas, ou seja, m#n . Matrizes em que m=n sao chamadas de matrizes

quadradas.

Define-se por matriz transposta de uma matriz 4, de ordem mXxn , a matriz
A" , de ordem nxm , obtida através da permutagdo entre as linhas e colunas de

mesmo indice.
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a,;; ay,

all alZ al3

T_
Sendo A= sua transposta sera A =lay, ay

ayy dyp Ay pxs a a
13 o3 3x2

Define-se como matriz simétrica, sendo dada a matriz quadrada 4, a matriz em que
A= A" , ou seja uma matriz que ¢ igual a sua transposta. Sendo uma matriz A simétrica,
seus indices a; dispostos simetricamente em relagdo a diagonal principal, vale que

a;=a,

Dentre das matrizes simétricas existem as chamadas matrizes simétricas positivas
definidas, que seguem relagdo no qual a matriz 4, em sua forma simétrica f(x)=x" Ax ,
¢ definida se esta estiver apenas um sinal quando representa todos os vetores nao-nulos em

R"
Por definicdo, se 4 ¢ uma matriz simétrica positiva entdo 4 ¢ nao singular, uma vez

que , se 4 fosse singular, assumiria um valor nulo como um autovalor, mas uma vez que

todos os autovalores de 4 sdo positivos A ¢ nao-singular.
3 RESULTADOS PRINCIPAIS: AUTOVALORES E AUTOVETORES

Definicdo 1: Seja T:V -V um operador linear. Um vetor vEV | em que

v#0 ¢é o autovetor do operador T'se existir A €C talque T(v)=Av.
O nimero A ¢ definido como o autovalor de 7 associado ao vetor v.

Da Definicao 1, pode-se perceber que um vetor v#0 ¢ o autovetor se a imagem
T(v) for um multiplo escalar de v. No R* e R’ dirfamos que v ¢ T(v) tém a mesma
direg¢do. Assim, dependendo do valor de A , o operador T dilata v, contrai v, inverte o
sentido de v ou o anula no caso de A=0 . Os autovetores também sdo chamados de
vetores caracteristicos ou vetores proprios € os autovalores também sao chamados de

valores caracteristicos ou valores proprios.
3.1 Determinac¢ao de Autovalores e Autovetores

Dado um operador linear T:R" . R" que possui uma matriz na base canonica:
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a;, dp dz ... 4,
S = dyp Ay Gy ... Uy,
anl anZ an3 ann n < n

Sendo v autovetor e A autovalor do operador T, tem-se que:
Av=Av, entio Av—Av=0
Sabendo que v=Iv ,sendo / a matriz identidade de ordem » entao:
Av—AIv=0 - (A—AI)v=0

Essa equagdo que resulta em um sistema homogéneo, pois todas as equagdes sao

iguais a zero, e, portanto, admitem solugdo nos quais todas as variaveis sao nulas.

Para que o sistema admita solu¢cdes ndo nulas, pois por definigdo v#0

devemos impor det(A—AI)=0 |, ou seja:

all )\ alZ al3 al n
det aZl aZZ )\ aZ3 aZn :0
a,, a, d,3 ... a,—A

A equagio det(A—AI)=0 recebe o nome de equacio caracteristica do operador T, ou da

matriz 4, e suas raizes sao os autovalores do operador. O determinante det(A—AI)=0 ¢

um polindmio especial chamado de polindmio caracteristico da matriz.

Os autovalores e autovetores possuem propriedades notaveis dentre as quais

destacam-se as seguintes:

e Se v ¢ um autovetor associado a um autovalor A de um operador linear

T, entdo qualquer vetor paralelo a v também ¢ autovetor associadoa A.
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e Se A ¢ um autovalor de um operador linear T:V -V | o conjunto
S, de todos os vetores VEV , inclusive para v=0 , é um

subespaco vetorial de  V

e Matrizes semelhantes possuem o mesmo polindmio caracteristico, e,

portanto, os mesmos autovalores.

e Os autovalores de uma matriz simétrica positiva definida sdo todos
positivos e, de forma analoga, os autovalores de uma matriz simétrica

negativa definida sao todos negativos.

A ultima propriedade ¢ de fundamental importancia para garantir a estabilidade de
um sistema linear X=Ax com projetos baseados em LMIs, pois garantir que um sistema
linear seja estavel € equivalente a encontrar uma matriz P (matriz de Lyapunov)

simétrica positiva definida, ou seja, com todos os autovalores positivos.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado um breve estudo sobre matrizes, autovalores e
autovetores, bem como suas principais propriedades. Estes resultados sdo bdasicos, mas
fundamentais para o prosseguimento dos estudos em teoria de controle classico ou
moderna. Um prosseguimento desta pesquisa ¢ na analise e sintese de sistemas de controle
de sistemas lineares e ndo lineares com projetos baseados em LMIs, que ¢ uma técnica

moderna de projeto de controle.

Com relagdo a aplicabilidade, o controle automatico possui uma grande importancia
em diversas areas, seja industrial ou no campo, ou at¢é mesmo no dia a dia das pessoas.
Atualmente, sistemas de controle estdo muito préximos das pessoas, como pode ser

observado no ar-condicionado, reldgios, alarmes entre outros.
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