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Resumo: O trabalho apresenta um estudo sobre a analise de estabilidade e sistema de controle para
sistemas lineares invariantes no tempo. Este método ¢ baseado em Desigualdades Matriciais
Lineares (do inglés “Linear Matrix Inequalities— LMIs) e utiliza a fun¢do de Lyapunov quadratica
para projetar os ganhos de realimentacdo do controlador. A simulagdo do sistema de controle de um
sistema bola viga atesta a eficiéncia da metodologia.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos o controle automatico tem sido indispensavel para o desenvolvimento da
ciéncia e, particularmente, na engenharia devido a sua importancia nos processos de producédo in-
dustrial, tais como: no controle de pressado, temperatura, umidade, viscosidade ¢ de vazao nos pro-
cessos industriais, no projeto de sistemas de controle de piloto automatico na industria acroespaci-
al, no projeto de carros e caminhdes na industria automotiva, dentre outros. Assim, o estudo de pro-
blemas acoplados a teoria de controle tem crescido muito ¢ boa parte destes estudos estdo associa-
dos com analises de estabilidade e a projetos de novos controladores, ¢ boa parte desses projetos

sdo0 baseados em Desigualdades Matriciais Lineares (do inglés “Linear Matrix Inequalities — LMI).

Segundo (BOYD et al., 1994), a historia das LMIs na analise de sistemas dinamicos re-
monta ha mais de 100 anos, ¢ comega em cerca de 1890, quando Lyapunov publicou seu trabalho
introduzindo o que hoje chamamos de teoria de Lyapunov. Naquela época, o teorema de Lyapunov,
adaptado para sistemas lineares continuos no tempo, poderia ser formulado diretamente em termos
de LMIs. Mas, principalmente na década de 1980 foram abertos caminhos para que problemas de
controle pudessem ser convertidos em problemas convexos, como por exemplo, com o trabalho de
(BERNUSSOU; PERES; GEROMEL, 1989). A partir dai, garantir que um sistema linear realimen-
tado seja estavel ¢ equivalente a encontrar um ganho estabilizante K e uma matriz de Lyapunov P
simétrica positiva definida. Além da simplicidade e consisténcia algébrica, uma das principais van-
tagens da metodologia baseada em LMIs ¢ a facilidade de inclusdo de incertezas no modelo, como
as do tipo politopicas e indices de desempenho, como taxa de decaimento e restricdo na entrada e

saida da planta.
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A principal contribuigdo deste trabalho ¢ a analise e sintese de controle para sistemas linea-
res realimentados. Para mostrar a eficiéncia da metodologia proposta foram realizadas simulag¢des

computacionais do projeto de controle de um sistema bola-viga utilizando o software MATLAB.

2 RESULTADOS PRELIMINARES

A estabilidade de um ponto de equilibrio é usualmente caracterizada de Teoria de Lyapunov
para sistemas. Uma das condi¢des fundamentais na teoria de sistemas ¢ a construcdo de fungdes de
Lyapunov, tanto para analise de estabilidade quanto para a sintese de controladores.

Intuitivamente, a estabilidades de um sistema dindmico esta relacionada com a funcido
energia deste sistema. Se a funcdo energia do sistema é sempre positiva ¢ decrescente com o tem-
po, as trajetdrias tendem a origem (Khalil, 1996).

Considere o sistema linear autobnomo, em que A ¢é uma matriz simétrica definida positi-

va:

6]
O ponto de equilibrio do sistema linear (1) é um ponto X, ,tal que, X (t):O . Note
que, no caso do sistema linear (1), X,=0

Teorema 2.1 (Lyapunov). Dizemos que o ponto de equilibrio X, =0 do sistema linear (1) é glo-
balmente assintoticamente estavel, se existe uma funcdo V:© DcR" - R de classe C*
(fungdo de Lyapunov) tal que:

(i) v(0]=0 ;
(ii) V(x>0 , VxeD , x#0 ;
(i) Vix)<0 ., V xeD ., x=0

A demonstragdo deste teorema pode ser vista, por exemplo, em (Boyd, 1994).
A forma mais simples de encontrar a fun¢do de Lyapunov é considerar a forma quadratica:

V(x(t))=x(t)" Px(t)
(2)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida. Assim V' pode ser escrita da seguinte for-
ma:

ay Ay G| x()
V(X)Z[Xl(t)xz(t)...xn(t)] a.z'l 032 a?'n Xz'('t)
Ay App, o0 Ay Xn.(t)
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Teorema 2.2 Uma condi¢do necessdaria e suficiente para que o estado de equilibrio x=0 , do
sistema linear (1), seja assintoticamente estdvel é que exista uma matriz P, simétrica positiva
definida (P >0) , tal que:

A"P+PA <0
3)

A demonstragdo pode ser vista em (BOYD et al., 1994).

A equacdo (3) é uma LMI. Para a demonstragio do Teorema 2.2, utiliza-se a funcdo
quadratica de Lyapunov:
\% ( X ) =x" Px.
“4)
Sendo que P ¢ uma matriz constante, real simétrica positiva definida e exigindo a condigdo

V(x) <0, paratodo X .Istoéequivalente a determinarmos uma matriz P=P" >0

e, se existir essa matriz P, podemos dizer que o sistema dindmico ¢ quadraticamente

estavel.
Agora, considere o sistema linear realimentado:
k[t)=Ax(t)+Bult], (6)

sendo xe&R" o vetor de estado, ue&eR™ a entrada de controle, A &R" e

BeR™

Suponha que todas as variaveis de estado estejam disponiveis para realimentagao,
uma lei de controle largamente usada na literatura ¢ dada por:
u=—Kx(t) , KeR™.
(7)
Substituindo (7) em (6), temos:
X(t)= Ax(t)— BKx(t)=(A—BK) x(t)
(8)

que ¢ o sistema realimentado.



Jornada de Iniciagao
Cientifica e Extensao

© ®
} ™~
Instituto Federal do Tocantins

3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secdo vamos apresentar um teorema que garante a estabilidade do sistema linear
realimentado (8).
Teorema 3.1 O sistema linear dado em (8) é quadraticamente estabilizavel se, e somente

se, existem uma matriz simétrica positiva definida X eR™ eumamatriz. M € R™ ,

tais que
XA"+AX-BM-M'B" <0
©
Se (9) é factivel, o ganho do controlador é dadopor K=M X *
A demonstragdo do Teorema 3.1 pode ser vista em (Bernussou, Peres e Geromel, 1989).

O Teorema 3.1 garante a estabilidade do sistema realimentado (9), isto ¢, garantir que o
sistema linear realimentado (9) seja estavel é equivalente a encontrar um ganho estabilizante K
e uma matriz de Lyapunov P  simétrica positiva definida. A seguir, vamos ilustrar a

metodologia projetando um sistema de controle para o sistema bola-viga.

3.1 Sistema bola-viga

O sistema bola-viga ¢ um sistema ndo-linear e instdvel em malha aberta. Este ¢ um impor-
tante modelo no aprendizado de engenharia e sistemas de controle pois permite que inumeras técni-

cas de controle possam ser estudadas e pesquisadas (DAMAZO, 2008).

Origem do sistema

Figura 1 — Sistema Bola-viga. Fonte: Cardim (2009).
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Para exemplificar, serd projetado um sistema de controle para um sistema bola-viga,
ilustrado na Figura 1, e que segue o modelo matematico, linearizado, estabelecido em

(WANG,1996):

10+0(t)=kv,(t)

x=k,,0(t)
®)
Em que,
o kbb:1,3m/s2 ;
° k:l,76ﬂ ;
S
o 1=0,0285s ;
o X :posigdo da bola;
o 0 : angulo da viga em relagdo ao solo (posi¢do angular);
o u :torque aplicado na barra e o sinal de controle.
Assim, o sistema (8) pode ser reescrito da seguinte forma:
2 fo1 0 ol 4o
X1lo o k, 0% |o
x|_ X
SF[0 0 0 1 |IGlF0fvalt
ol o o o =Lla] |X
ITI
©
Definindo,
X(t):X1(t):, k(t):)’cll(t) Xz(t):) Xz(t):)ﬁ(t):k(t)
0(t)=x(t) X,(t)=01(t)=x,(t) X, =%;(t)=6(t)
Ou seja,
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Dai o sistema (9) pode ser escrito:

(10)

3.2 Simulacoes

)'((t)—xl(t) k2<t):kbbxg(t)
N X3(t):X4(t)

Q(t)=><3(t) 2 .

0(t)=x,(t) X4=TX4(I)+?U(I)
o1 0 ol 1[0
Xillo 0 k,, o0 ||*|] o
zz 00 0 1 i2+ 0 |u
3 _1 3 _1
X, 00 0 T X, -

O objetivo da simulagdo do sistema de controle é conservar a bola na origem.

Considerou-se a condi¢do inicial da bola, XOZ[O, 4000 -0,5000 0,1000 O]T ¢ 0 ponto

de equilibrio definido por er[O 0 0 O]T , a simulag@o do sistema controlado apresentou

as respostas ilustradas na Figura 2. Utilizando as matrizes A e B do sistema (10) no

Teorema 3.1, foram obtidos os valores para a matriz simétrica definida positiva P ¢ o ganho do

controlador K :

1,6118 2,1934 2,5850 0,7629

12,1934 6,0555 5,9041 2,2958
2,5850 5,9041 8,3044 2,7049

0,7629 2,2958 2,7049 1,6878

K=[0,04270,10340,1611—0,5110]
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Figura 2 — Variaveis de estado Xl( t ) posigdo da bola, X3( t) posigdo angular e sinal de

controle U

Note na Figura 2 que o controlador aqui definido apresenta um bom desempenho,
conseguindo levar a bola para a origem em aproximadamente 7 segundos e utilizando pouco
esforco de tensdo elétrica. Este desempenho pode ser melhorado utilizando, por exemplo, taxa de

decaimento que serd explorado em trabalhos futuros.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia de analise e projeto de sistema de controle

de sistemas lineares, baseados em LMIs.

Para confirmar a metodologia proposta foi projetado e simulado o sistema de controle de um
sistema bola-viga. Como pode ser visto na Figura 2, o sistema apresenta um bom desempenho, mas
pode ser melhorado inserindo indice de desempenho como, por exemplo, taxa de decaimento.
Trabalhos futuros pretendem explorar esse indice de desempenho e, além disso, pretende-se

projetar controle mesmo com incertezas na planta.
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